
期末复习题

岳镝

例 1. 给定有向无圈图 (DAG) G = (V,E)。称 G 中若干条有向路径组成的集合 P =

{P1, P2, . . . , Pm} 是 G 的一个（顶点不交）路径覆盖，若满足任何顶点 v ∈ V 恰好属于 P 中
一条路径。设计一个多项式时间算法，求 G 的最小路径覆盖。

（提示：构造一个图 G′，使得 G 的最小路径覆盖恰为 n−Max-Flow(G′)）

解. 直觉上，需要限制流过每个顶点的总容量，因此考虑将每个顶点 v ∈ V 拆成入顶点 iv 和出顶

点 ov。对于 G 中的边 ⟨u, v⟩，改成 ⟨ou, iv⟩。此外增加源点 s 和汇点 t，连接 ⟨s, ov⟩ 和 ⟨iv, t⟩。

令 G′ = (V ′, E′)，其中

V ′ = {iv : v ∈ V } ∪ {ov : v ∈ V } ∪ {s, t},

E′ = {⟨ou, iv⟩ : ⟨u, v⟩ ∈ E} ∪ {⟨s, ov⟩ : v ∈ V } ∪ {⟨iv, t⟩ : v ∈ V }

令 G′ 所有边的容量为 1。则 G 的最小路径覆盖大小恰为 n−Max-Flow(G′)，证明留作练习。
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例 2. 证明下列问题是 NP 完全的

(1) Π1: 给定非负序列，能否划分成和相等的两个子序列？

(2) Π2: 给定长度为偶数的非负序列，能否划分成和相等，长度也相等的两个子序列？

(3) Π3: 给定长度为偶数的非负递增子序列，能否划分成和相等的两个子序列，且满足 a2i−1 和

a2i 属于不同的子序列 (∀ 1 ≤ i ≤ n/2)？

证明. 显然 Π1,Π2,Π3 ∈ NP。下面只需证 Π1,Π2,Π3 是 NP-难的。

(1) 习题 9.14.

(2) 考虑证明 Π1 ⩽p Π2。对于 Π1 的实例 A = (a1, a2, . . . , an)，构造 Π2 的实例

B = (a1, a2, . . . , an, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n 个

)

显然 B 可在多项式时间构造。只需证明 A ∈ Π1 ⇐⇒ B ∈ Π2，留作练习。

(3) 考虑以下问题 Π′
1：

给定元素两两不等的非负序列，能否划分成和相等的两个子序列?

通过子集和 ⩽p Π
′
1 可证 Π′

1 是 NP 完全的。

以下考虑证明 Π′
1 ⩽p Π3。对于 Π′

1 的实例 A = (a1, a2, . . . , an)，由以下方式构造 Π3 的实例：

首先将 A 从小到大排序，得到 A′ = (x1, x2, . . . , xn)，其中 x1 < x2 < · · · < xn。随后令

C = (x1, c1, x2, c2, x3, c3, . . . , xn, cn).

其中 ci = (1 + ε)xi，ε 是一个充分小的正数，满足 ci = (1 + ε)xi < xi+1。

显然 C 可在多项式时间构造。只需证明 A ∈ Π′
1 ⇐⇒ C ∈ Π3，留作练习。

例 3. 证明支配集问题是 NP 完全的：给定无向图 G = (V,E) 和正整数 K ≤ |V |，是否存在子集
V ′ ⊆ V 使得 |V ′| ≤ K 且 V \ V ′ 中的每个顶点都至少与 V 中一个顶点相邻？

证明. 显然支配集 ∈ NP。下面证明 VC ⩽p 支配集。

考虑 VC 的任意实例 ⟨G,K⟩，其中 G = ⟨V,E⟩。问题是如何用“覆盖顶点”来刻画“覆盖
边”，一个自然的想法是把 G 中的每条边“替换”成若干顶点。
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具体地，对 e = (u, v) ∈ E，令 Ce 是一个 n+ 1 元顶点集合。考虑图 G′ = ⟨V ′, E′⟩，其中

V ′ = V ∪
⋃
e∈E

Ce,

E′ = E ∪
⋃

e=(u,v)∈E

⋃
w∈Ce

{(w, u), (w, v)}

注意到 |V ′| = n + (n + 1)m, |E′| = m + 2(n + 1)m，故 G′ 可在多项式时间构造。下证 ⟨G,K⟩ ∈

VC⇐⇒ ⟨G′,K⟩ ∈ 支配集。
=⇒ 是显然的，证明留作练习。
⇐=: 假设 G′ 存在大小不超过 K 的支配集 U ⊆ V ′。我们断言任意边 e ∈ E 必存在至少一个

端点属于 U。若不然，假设边 e = (u, v) 的两个端点都不属于 U。考虑顶点组 Ce，其所有顶点在

G′ 中只和 u, v 两顶点相邻。为了支配 Ce，必有 Ce ⊆ U。故 |U | ≥ |Ce| = n + 1 > K，矛盾！所

以上述断言成立，这进一步说明图 G 存在一个大小不超过 K 的顶点覆盖。

例 4. 对 d-正则图 G = (V,E)，考虑支配集构造算法

1. V ′ ← ∅

2. for i = 1, 2, . . . , k do

3. 随机采样 v ∈ V

4. V ′ ← V ′ ∪ {v}

(1) 证明当 k = 2n lnn
d+1 时，V ′ 是支配集的概率至少 1− 1/n

(2) 构造一个拉斯维加斯型随机算法，返回 G 的一个支配集
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解. (1) 对于任意顶点 v ∈ V，v 不被 V ′ 支配当且仅当 v 及其所有邻居均不属于 V ′。故

Pr[v 不被 V ′ 支配] = Pr[v /∈ V ′] ·
∏

(u,v)∈E

Pr[u /∈ V ′]

=

(
1− 1

n

)k

·
(
1− 1

n

)kd

=

(
1− 1

n

)k(d+1)

≤ exp

(
−k(d+ 1)

n

)
=

1

n2

上面用到一个熟知不等式：1− t ≤ e−t。再由 Union Bound,

Pr[∃v 不被 V ′ 支配] ≤ 1

n
.

所以 V ′ 是支配集的概率至少 1− 1/n。

(2) 独立重复运行上述算法，每次验证 V ′ 是否是支配集，直到得到一个支配集。假设算法成功概

率是 p，则期望运行次数是 1/p。

例 5. 在最小支配集问题中，目标是求图 G 顶点数最少的支配集。

(1) 写出最小支配集问题的整数线性规划模型。

(2) 将约束放松为 xv ∈ [0, 1]，得到一个线性规划问题，从而可在多项式时间可求出最优解

{x∗v}v∈V。令 V ′ = {v : x∗v ≥ 1
∆+1}。证明 V ′ 是一个 (∆ + 1)-近似解，其中 ∆ 是图 G 的

最大度。

(3) 对每个顶点 v ∈ V，构造随机变量 M1
v ,M

2
v , . . . ,M

α
v ∼i.i.d. B(1, x∗v)。令

V ′ = {v : ∃ 1 ≤ i ≤ α, s.t. M i
v = 1}

证明：存在整数 α = O(log n)，使得 V ′ 以概率 1− 1/n 是 G 的一个支配集。进而证明 V ′ 以

常数概率构成一个 O(log n)-近似解
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解. (1) 用变量 xv ∈ {0, 1} 表示顶点 v 是否属于支配集。对应整数线性规划 (IP)

minimize
∑
v∈V

xv,

s.t. xv +
∑

u : (u,v)∈E

xu ≥ 1, ∀v ∈ V

xv ∈ {0, 1}

(2) 放松约束后的线性规划 (LP) 是

minimize
∑
v∈V

xv,

s.t. xv +
∑

u : (u,v)∈E

xu ≥ 1, ∀v ∈ V (1)

xv ∈ [0, 1]

首先证明 V ′ 是一个支配集。考虑任意顶点 v ∈ V。注意到 v 至多有 ∆ 个邻居，故根据约束条

件 (1)，或者 x∗v ≥ 1
∆+1，或者某个邻居 u满足 x∗u ≥ 1

∆+1。进而由 V ′ 的定义知 v 被 V ′ 支配。

近似比：对 v ∈ V，令

xv =

1, x∗v ≥ 1
∆+1

0, o.w.

则 xv ≤ (∆ + 1)x∗v，且

|V ′| =
∑
v∈V

xv ≤ (∆ + 1)
∑
v∈V

x∗v = (∆+ 1)OPTLP ≤ (∆ + 1)OPTIP .

(3) 令随机变量

xv =

1, v ∈ V ′

0, v /∈ V ′

则

1− Pr[xv = 1] = Pr[xv = 0] =
α∏

i=1

Pr[M i
v = 0] = (1− x∗v)

α.
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顶点 v 不被 V ′ 支配当且仅当 v 及其所有邻居均不属于 V ′，故

Pr[v 不被 V ′ 支配] = Pr[xv = 0] ·
∏

(u,v)∈E

Pr[xu = 0]

= (1− x∗v)
α ·

∏
(u,v)∈E

(1− x∗u)
α

≤ e−αx∗
v ·

∏
(u,v)∈E

e−αx∗
u

= exp

−α
xv +

∑
u : (u,v)∈E

xu


≤ e−α

再由 Union bound, V ′ 不是支配集的概率不超过 ne−α。

近似比：

E[|V ′|] =
∑
v∈V

Pr[xv = 1] =
∑
v∈V

(1− (1− x∗v)
α) ≤

∑
v∈V

αx∗v = αOPTLP ≤ αOPTIP .

由马尔科夫不等式，以概率 2/3 有 |V ′| ≤ 3αOPTIP。

综上所述，以概率 2/3− ne−α，V ′ 是一个 3α-近似解。取 α = O(log n) 即得结论。

例 6. (1) 考虑求最小支配集的以下近似算法

每次找一对未被支配的相邻顶点，将它们加入 V ′，直到所有顶点都被支配

构造实例说明该算法的近似比是 Ω(n)

(2) 设计一个近似比为 o(n) 的多项式时间确定性算法

解. (1) G = ⟨V,E⟩，其中

V = {u, v1, v2, . . . , vn},

E = {(u, vi) : 1 ≤ i ≤ n} ∪ {(vi, vi+1) : 1 ≤ i ≤ n}

(2) 算法如下：

每次将当前图中度数最大的顶点加入 V ′，删去该顶点及其所有邻居，直至删去所有顶点。

设第 k 次操作后的图为 Gk，顶点数为 nk。初始时 G0 = G。考虑任意正整数 k，假设 Gk−1

包含了最优解的 r 个顶点，则这 r 个顶点能支配 Gk−1，进而必有其中一个顶点的度不小于
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nk−1/r − 1 ≥ nk−1/OPT−1。从而

nk−1 − nk ≥
nk−1

OPT

解得

nk ≤ n

(
1− 1

OPT

)k

≤ ne−k/OPT.

当 k > lnn ·OPT 时，nk < 1，亦即 nk = 0。这表明 |V ′| = k = O(log n) ·OPT，即近似比为

O(log n)。
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