
元素唯一性 (Element Distinctness) 问题

岳镝

问题 0.1 (元素唯一性问题). 设 S 是 n 个数构成的数组，判断 S 中的元素是否都是唯一的。如果

唯一，则输出 “Yes”，否则输出 “No”。

定理 0.2. 以比较作为基本运算，元素唯一性问题的复杂度是 Θ(n log n)。

1 决策树

记多重集 S = {x1, x2, . . . , xn}。考虑元素唯一性问题的任意算法 A，构造 A 对应的决策树 T
如下。每个内部节点 (i, j) 对应着算法 A 针对 xi, xj 的一次比较。按照如下规则构造 (i, j) 的子节

点。

• (i, j) 的左子节点对应 xi < xj 时算法的下一步操作。具体地，若算法结束，则将 (i, j) 的左

子节点标记为叶节点；否则，将 (i, j) 的左子节点标记为下一步将比较的元素对 (k, ℓ)。

• (i, j) 的中间子节点对应 xi = xj 时算法的下一步操作，标记为叶节点即可。

• (i, j) 的右子节点对应 xi > xj 时算法的下一步操作。具体地，若算法结束，则将 (i, j) 的右

子节点标记为叶节点；否则，将 (i, j) 的右子节点标记为下一步将比较的元素对 (k, ℓ)。

注. 上述构造得到的决策树并不是二叉树，这违背了教材的定义，但并不影响我们后续的分析。或

者，你也可以不扩展出上述“中间子节点”，这样得到的决策树还是一棵二叉树。

注. 决策树本质上是用来描述算法行为的一种工具。如果你像参考答案那样依据 = 和 ̸= 构造决策
树，则无法描述出算法 A 执行过程中“比大小”的行为，这样得到的下界可能是错误的。（回忆我
们在小班课上讨论的“两个世界”。）

2 节点性质

要确定决策树 T 的深度，我们需要给出 T 叶节点个数的下界。与排序问题不同，元素唯一性
问题只有两种可能的输出 “Yes”“No”，因此叶节点个数的 n! 下界远不是平凡的（平凡的下界是 2）

。我们在这一节中讨论 T 上节点的性质，在下一节中证明 T 至少有 n! 个叶节点。所有证明基于

[DL79]。

我们首先介绍欧氏空间中凸集的概念。直觉上，一个点集称为凸的，若其中任何两点的连线整

体仍包含在这个集合中，如图 1所示。
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图 1: 凸集示意图。任意两点 x, y 连线 xy 仍落在 D 内部。

定义 2.1 (凸集). 称 n 维欧氏空间的子集 D ⊂ Rn 为凸集，若对任意两点 x,y ∈ D 及任意

λ ∈ [0, 1]，均有 λx+ (1− λ)y ∈ D。

我们在小班课上讨论过，算法的输入可以视为欧氏空间 Rn 中的一个向量 x = (x1, x2, . . . , xn)，

而决策树上的每个节点对应着 Rn 的一个子集（可到达该节点的所有输入组成的集合）。以下引理

表明，决策树的每个节点都是凸集。

引理 2.2. 考虑元素唯一性问题的算法 A 及其对应的决策树 T。设 N 是 T 的任意节点，则 N 是

Rn 中的凸集。

N

x1 < x4

x7 > x5

x10 = x6

证明. 事实上，N 是由根节点到它的路径上所有比大小结果决定的（如上图所示）。假设从根节点

到 N 的路径上的比大小结果分别为 xi1 ◦ xj1 , xi2 ◦ xj2 , . . . , xiℓ ◦ xjℓ，其中 ◦ ∈ {<,>,=}。则

N = {x ∈ Rn : xi1 ◦ xj1 且 xi2 ◦ xj2 且 . . . 且 xiℓ ◦ xjℓ}

=

ℓ⋂
r=1

{x ∈ Rn : xir ◦ xjr}.

注意到每个集合 {x ∈ Rn : xir ◦ xjr} 均为凸集（证明留作练习）。而有限个凸集的交集仍为凸集
（证明留作练习）。所以 N 是凸集。

3 叶节点个数的一个下界

引理 3.1 (叶节点个数下界). 考虑元素唯一性问题的算法 A 及其对应的决策树 T。则 T 至少有 n!

个叶节点。

2



直觉上，我们将证明排列顺序不同的输入会最终进入不同的叶节点。严格来说，对 [n] 上的置

换 σ ∈ Sn，定义

Aσ := {x ∈ Rn : xσ(1) < xσ(2) < · · · < xσ(n)}.

显然，对于给定的 σ，Aσ 中的所有元素会进入相同的叶节点。我们以下说明，对于 σ ̸= τ，Aσ 和

Aτ 将会进入不同的叶节点。

引理 3.2. 设 L 是 T 的任意叶节点。则至多存在一个置换 σ ∈ Sn 使得 Aσ 与 L 交集非空。

证明. 反证法，假设存在两个不同置换 σ, τ ∈ Sn，使得 Aσ ∩ L ̸= ∅ 且 Aτ ∩ L ̸= ∅。取 x ∈
Aσ ∩ L, y ∈ Aτ ∩ L。

注意到 σ ̸= τ，故存在一对下标 (i, j)，满足 xi > xj 且 yi < yj。构造 z = λx+ (1− λ)y，其

中

λ =
yj − yi

xi − xj + yj − yi
∈ (0, 1).

由引理 2.2，L 是凸集，故 z ∈ L。又因为每个叶节点上有唯一输出，故算法 A 在 z 上的输出与

x,y 相同，均为 “Yes”。

另一方面，不难验证 zi = λxi+(1−λ)yi = λxj +(1−λ)yj = zj，即 z 不满足元素唯一性。故

算法 A 在输入 z 上应该输出 “No”。矛盾！

注. 引理 3.2的一个更加抽象化的证明是：所有的 Aσ 是 Rn 中互不相交的开集，因此在 Rn 中互

不连通。叶节点 L 是凸集，因此在 Rn 中连通。因此 L 不能表示成 2 个及以上的 Aσ 的并。

引理 3.1是引理 3.2的直接推论。

引理 3.1的证明. 由引理 3.2，T 的每个叶结点至多和一个 Aσ 相交，又因为 T 的所有叶结点给出
了 Rn 的一个划分，故叶节点个数 ≥ |Sn| = n!。

4 元素唯一性问题的复杂度

定理 0.2的证明. 对所有元素排序，然后检查相邻元素是否相等，即可解决元素唯一性问题。时间

复杂度 O(n log n)。

另一方面，对于元素唯一性问题的任意算法 A，按第 1节的方法构造 A 对应的决策树 T。则
由引理 3.1知 T 的叶节点个数至少为 n!。从而 T 的深度至少为 log(n!) = Ω(n log n)。

综上所述，元素唯一性问题的复杂度为 Θ(n log n)。

注. 要证明一类问题的复杂度为 Θ(T (n))，必须证明两方面的结果！通过构造算法证明上界O(T (n))，

通过下界分析方法证明下界 Ω(T (n))。

注. 元素唯一性问题的 Ω(n log n) 下界不仅在基于比较的决策树模型下成立，甚至在一些计算能力

更强的决策树模型下（例如，节点处允许做代数运算）也成立，见 [DL79, Ben83, Yao91]。
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