
期中复习提纲

岳镝

这份提纲的目的是从考试角度整理助教认为重要的知识点，并解答小班课上没来得及讲的例

题。并不提供关于期中考试的任何官官官方方方指向。

1 数学基础、函数的阶、递推方程

1.1 知识点

数学基础 读写伪代码，求和

函数的阶 记号 O耨·耩,耊耨·耩, o耨·耩, ω耨·耩定义。两个函数阶的比较（证明？）。常用结论，例如 聬聯聧耨n耡耩 耽

O耨n 聬聯聧 n耩耬 alogb n 耽 nlogb a。函数阶的排序。

递推方程 迭代法、递归树、尝试法、主定理

主定理：T 耨n耩 耽 aT 耨n/b耩 耫 f耨n耩 的求解

• 直觉：T1耨n耩 耽 aT1耨n/b耩耬 T2耨n耩 耽 f耨n耩，比较谁在多项式意义下 聤聯聭聩聮聡聴聥

• 主定理失效：sub-polynomial 意义下 聤聯聭聩聮聡聴聥。例子：T 耨n耩 耽 耲T 耨n/耲耩 耫 n 聬聯聧 n

• 主定理的情形 耨耳耩：af耨n/b耩 ≤ cf耨n耩 是比 f耨n耩 耽 耊耨nlogb a+ε耩 更强的条件，因此必须验证

1.2 例题

例 耱耮耱耮 设 k ∈ Z，函数 f耨n耩 耽 耂耨nlogb a 聬聯聧k n耩，求解递推方程 T 耨n耩 耽 aT 耨n/b耩 耫 f耨n耩。

解. 该递推方程不符合主定理的任何一种情况，故不能使用主定理。不失一般性，设 n 耽 bℓ。用递

归树方法求和：

T 耨n耩 耽

ℓ∑
i=0

aif耨n/bi耩 耽
ℓ∑

i=0

aif耨bℓ−i耩.

注意到

f耨bℓ−i耩 耽 耂耨耨bℓ−i耩logb a 聬聯聧k耨bℓ−i耩耩 耽 耂耨aℓ−i · 耨ℓ− i耩k耩.
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故

T 耨n耩 耽 aℓ
ℓ∑

i=0

耂耨耨ℓ− i耩k耩 耽 aℓ
ℓ∑

i=1

耂耨ik耩 耽 alogb n
ℓ∑

i=1

耂耨ik耩 耽 nlogb a
ℓ∑

i=1

耂耨ik耩

当 k > −耱 时，
∑ℓ

i=1 i
k 耽 耂耨ℓk+1耩 耽 耂耨耨聬聯聧b n耩

k+1耩。

当 k 耽 −耱 时，
∑ℓ

i=1 i
k 耽 耂耨聬聯聧 ℓ耩 耽 耂耨聬聯聧 聬聯聧 n耩。

当 k < −耱 时，
∑ℓ

i=1 i
k 耽 耂耨耱耩。

综上，

T 耨n耩 耽


耂耨nlogb a · 聬聯聧k+1 n耩, k > −耱耻

耂耨nlogb a · 聬聯聧 聬聯聧 n耩, k 耽 −耱耻

耂耨nlogb a耩, k < −耱.

注. 除非明确说明，否则只需要求出 T 耨n耩 的阶，不需要写出准确的表达式。

2 分治

2.1 知识点

• 重要技术

聻 芯片测试：两两分组，每轮淘汰至少一半

聻 多项式在单位根上求值：按奇偶次项划分（这在数学上对应着快速傅里叶变换 耨聆聆联耩

的深刻背景，和考试可能关系不大）

• 重要结果

聻 选第 k 小：O耨n耩

聻 方幂 an：O耨聬聯聧 n耩

聻 最近点对距离：O耨n 聬聯聧 n耩

2.2 例题

例 耲耮耱耮 设 A 是包含 n 个元素的数组，设常数 k ∈ Z+。设计算法判断 A 中是否存在出现次数大

于 n/k 的元素。

解. 维护 k− 耱 个“计数器” c1, c2, . . . , ck−1；及对应的 k− 耱 个临时元素 m1,m2, . . . ,mk−1。初始

时设置 cj ← 耰，并设置 mj 为空，∀j ∈ 聛k − 耱聝。

记 A 耽 耨a1, a2, . . . , an耩。依次枚举 i ∈ 聛n聝，每次对 ai 做如下判断
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耨耱耩 若存在 j ∈ 聛k − 耱聝 满足 mj 耽 ai，则令 cj ← cj 耫 耱；

耨耲耩 否则，任意 j ∈ 聛k − 耱聝 均有 mj ̸耽 ai：

耨聡耩 若存在 j ∈ 聛k − 耱聝 使得 cj 耽 耰，则令 cj ← 耱,mj ← ai。

耨聢耩 若任意 j ∈ 聛k − 耱聝 均有 cj > 耰，则令 cj ← cj − 耱, j 耽 耱, 耲, . . . , k − 耱。

最后，对储存的每个元素 mj , j ∈ 聛k− 耱聝，依次判断 mj 在 A 中出现的次数是否大于 n/k 即可。时

间复杂度为 O耨nk耩。

下证正确性。只需证明：若 A 中存在元素 x 出现次数大于 n/k，则算法结束时 x 必储存在某

个 mj 中。

考虑非负变量 C 耽
∑k−1

j=1 cj。注意到每个 ai 对 C 的贡献为 耱 （情形 耨耱耩 耨耲聡耩）或 −耨k − 耱耩

（情形 耨耲聢耩）。假设元素 x 贡献了 w+ 次 耱，w− 次 −耨k − 耱耩；其他元素一共贡献 v+ 次 耱，v− 次

−耨k − 耱耩。特别地 w+ 耫 w− 耫 v+ 耫 v− 耽 n。由于元素 x 出现次数大于 n/k，故

w+ 耫 w− >
耱

k
耨w+ 耫 w− 耫 v+ 耫 v−耩

另一方面，注意到 C ≥ 耰，故

w+ 耫 v+ − 耨k − 耱耩耨w− 耫 v−耩 ≥ 耰

以上两式消去 w−, v+，可得 w+ > v−；表明元素 x 对 C 的正贡献不会被其他元素的负贡献抵消，

故 x 最终储存在某个 mj 中。

注. 假设 A 中的元素可以排序，则存在 O耨n 聬聯聧 k耩 时间的算法。

不难证明若元素 x 出现次数大于 n/k，则 x 必为 A 中第 n/k, 耲n/k, . . . , n 小元素之一。使用

多选算法（见习题 耲耮耲耱）选出这 k 个元素，时间复杂度为 O耨n 聬聯聧 k耩。然后统计这 k 个元素在集合

A 中各自的出现次数，时间复杂度也为 O耨n 聬聯聧 k耩（枚举 A 的元素，在选出的元素中二分查找）。

例 耲耮耲耮 设数组 A 耽 耨x1, x2, . . . , xn耩 由 n 个互不相等的整数组成。设计一个比较次数尽可能少的

算法，找到 A 中的一个极小值点。（称下标 j 为极小值点，若 xj < 聭聩聮{xj−1, xj+1}；当 j 耽 耱, n

时只考虑一侧。）

解. 首先判断 xn/2 是否为极小值点。若是，则已经找到。否则不妨设 xn/2−1 < xn/2。容易证明此

时 A聛耱 耺 n/耲聝 耽 耨x1, x2, . . . , xn/2耩 上的极小值点也是 A 上的极小值点。故只需在 A聛耱 耺 n/耲聝 上求极

小值点即可。

时间复杂度 T 耨n耩 耽 T 耨n/耲耩 耫O耨耱耩，即 T 耨n耩 耽 O耨聬聯聧 n耩。
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例 耲耮耳耮 n 个互不相等的整数排列在圆环上。设计一个比较次数尽可能少的算法，找到圆环上的一

个极小值点

解. 取圆环的三等分点 x, y, z。不妨设 x 耽 聭聩聮{x, y, z}。则容易证明弧 yxz 上一定存在一个不同

于 y, z 的极小值点。从而归约到规模为 耲n/耳 的子问题。

时间复杂度 T 耨n耩 耽 T 耨耲n/耳耩 耫O耨耱耩，即 T 耨n耩 耽 O耨聬聯聧 n耩。

例 耲耮耴耮 在带权网格图中，mn 个顶点排列为 m 行 n 列，每个顶点的权值互不相等。如果一个顶

点的权值比其相邻的 耴 个顶点的权值都小，则称该顶点为一个极小值点。请设计一个尽可能高效

的算法，在带权网格图中找出一个极小值点

解. 注意到极小值点或者在方格表边界，或者在其内部。因此可以首先枚举边界上的方格，若找到

极小值点则返回；否则可以断定所有极小值点均在内部，进而寻找内部极小值点。

我们下面叙述怎样寻找方格表 A 的一个内部极小值点。首先考察 A 的第 m/耲 行和第 n/耲

列的所有 m 耫 n − 耱 个元素。不妨设这些元素中的最小值是 A耨m/耲, j耩，且 耱 < j < n/耲。若

A耨m/耲, j耩 是 A 的一个内部极小值点，则直接返回；否则其上下两个元素之一有更小的数值，不妨

设 A耨m/耲−耱, j耩 < A耨m/耲, j耩。我们接下来说明：只需在 A的左上 耱/耴方格表 A1 耽 A
(1,2,...,m/2−1
1,2,...,n/2−1

)
寻找极小值点。

具体而言，我们仍然首先枚举 A1 的边界。若 A1 的某个边界方格是 A 的内部极小值点，则直

接返回。否则，A1 的任何一个边界方格都不是 A 的内部极小值点。此时我们断言：A1 必存在内

部极小值点。从而只需递归地求出 A1 的一个内部极小值点，它也是 A 的一个内部极小值点。

下面我们证明上述断言：若 A1 的任何一个边界方格都不是 A 的内部极小值点，则 A1 必存在

内部极小值点。采用反证法：假设 A1 不存在内部极小值点，则 A1 的最小值点必在其边界上。不

妨设 A1 的最小值点为 A耨i, n/耲− 耱耩。则有以下不等式关系

A耨i, n/耲− 耱耩 < A耨m/耲− 耱, j耩 < A耨m/耲, j耩 < A耨i, n/耲耩
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其中第一个 < 是因为 A耨i, n/耲− 耱耩 是 A1 上的最小值点；第二个 < 是因为我们先前的假设；第三

个 < 是因为 A耨m/耲, j耩 是 A 的第 m/耲 行和第 n/耲 列的所有 m耫 n− 耱 个元素中的最小值。至此

我们有 A耨i, n/耲− 耱耩 < A耨i, n/耲耩，这表明 A1 的边界方格 A耨i, n/耲− 耱耩 正是 A 的一个内部极小值

点，矛盾。

综上，我们的算法分成两部分：首先枚举 A 的边界，试图寻找边界极小值点；若不存在则寻

找 A 的内部极小值点（分治）。时间复杂度为：

T 耨m,n耩 耽 耲耨m耫 n耩− 耴 耫 T1耨m,n耩

T1耨m,n耩 耽 耨m耫 n− 耱耩 耫 耨
m

耲
耫

n

耲
− 耱耩 耫 T 耨m/耲, n/耲耩

解得 T 耨m,n耩 耽 O耨m耫 n耩。

3 动态规划

3.1 知识点

基本格式

• 列递推方程

• 确定初始耯边界条件

• 标记函数：考试如果要求求出最优解，必须写出标记函数

• 时间复杂度：通常可以先确定空间复杂度（状态的总数），然后看每一步递推的时间复杂度

注. 如果题目没要求写伪代码，就不用写。

3.2 例题

例 耳耮耱耮 设正整数序列 {ai}ni=1 各项互不相等，求 {ai}ni=1 的最长单调递增子序列的长度。

解. 用 f耨k耩 表示前 k 项中最长单调递增子序列的长度。动态规划时间复杂度为 O耨n2耩。下面讨论

时间复杂度更低的算法。

用 gi耨j耩 表示前 i 项中，长度为 j 的单调递增子序列末尾元素的最小可能值。若不存在长为 j

的单调递增子序列，则定义 gi耨j耩 耽∞。不难看出 gi耨j耩 关于 j 是单调的，即 gi耨耱耩 ≤ gi耨耲耩 ≤ · · · ≤
gi耨n耩。我们考虑如何维护 {gi耨j耩}。初始时，g0耨j耩 耽 ∞, j 耽 耱, 耲, . . . , n。而后枚举 i 耽 耱, 耲, . . . , n，

每次对 ai 执行如下操作

• 查找：找到 j∗ ∈ 聛n聝，满足 gi−1耨j
∗ − 耱耩 < ai < gi−1耨j

∗耩。

• 更新：令 gi耨j
∗耩← ai耻 gi耨j耩← gi−1耨j耩,∀j ̸耽 j∗。
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最后，求出 ℓ 耽 聭聡聸{j 耺 gn耨j耩 <∞}，即为 {an} 的最长单调递增子序列长度。
正确性几乎是显然的。事实上，如果 gi耨j耩 < gi−1耨j耩，则必有 gi−1耨j − 耱耩 < gi耨j耩 耽 ai <

gi−1耨j耩。因此只有唯一一个 gi耨j耩 的值需要更新。

时间复杂度：对每个 ai，查找 j∗ 可以使用二分查找，复杂度为 O耨聬聯聧 n耩。更新 {gi耨j耩} 需要
O耨n耩 时间。但是注意到发生实质变化的只有 gi耨j

∗耩，其他均为复制。因此，如果不储存 i，则可以

免去从 {gi−1耨j耩} 到 {gi耨j耩} 的 n− 耱 次冗余复制，更新 {g耨j耩} 的复杂度降为 O耨耱耩。综上，时间复

杂度为 O耨n 聬聯聧 n耩。

例 耳耮耲耮 五一期间，小江同学计划开车从 A 地出发，到相距为 L 公里的 B 地探险。在 A 地到 B

地的途中有 n 个加油站，它们分别分布在距离 A 地 di, i 耽 耱, 耲, . . . , n 公里的位置，每个加油站

可以提供 Vi 升的汽油。一开始小江同学的汽车上有 S 升汽油，汽车每行驶一公里需要耗油一升，

假设汽车油箱容量无穷。

小江同学希望在从 A 地和 B 地的途中用汽油换购一些土特产。在 A 地到 B 地的途中有 m

个售卖土特产的商店，它们分别分布在距离 A 地 ej , j 耽 耱, 耲, . . . ,m 公里的位置。在每一个商店，

小江同学可以使用 pj 升的汽油换购一些价值为 cj 的商品，或者选择什么都不换购。在小江同学

能够顺利到达 B 地的前提下，请问她最多能换购多少价值的土特产？

解. 用 εj ∈ {耰, 耱} 表示小江是否在商店 j 换购土特产。则目标函数为

聭聡聸聩聭聩聺聥

m∑
j=1

εjcj .

约束条件是：行驶途中任意位置油量 ≥ 耰。事实上，只需约束到达每个加油站的瞬间，剩余油

量 ≥ 耰，即

S 耫

i−1∑
ℓ=1

Vℓ − di −
∑

j : ej<di

εjpj ≥ 耰, ∀i ∈ 聛n耫 耱聝.

这里为了统一记号，我们补充定义 聂 地为第 n耫 耱 个加油站，且 dn+1 耺耽 L。

将以上两式稍加整理，我们得到此问题的数学描述：

聭聡聸聩聭聩聺聥
ε1,...,εm∈{0,1}

m∑
j=1

εjcj ,

聳.聴.

j∑
k=1

εkpk ≤ Rj , ∀j ∈ 聛m聝.

其中

Rj 耺耽 S 耫

i(j)−1∑
ℓ=1

Vℓ − di(j), i耨j耩 耺耽 聡聲聧聭聩聮
i
{di 耺 di > ej}.
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把 cj 视为价值，pj 视为体积，则容易看出此问题等价于背包问题。递推方程为

F 耨j, R耩 耽


f耨j − 耱, R耩, R < pj 耻

聭聡聸{f耨j − 耱, R耩, cj 耫 f耨j − 耱, R− pj耩}, pj ≤ R ≤ Rj 耻

f耨j, Rj耩, R > Rj .

F 耨耰, R耩 耽 耰.

时间复杂度 O耨mRm耩。

例 耳耮耳耮 某大学有 n 个职员，编号为 耱, 耲, . . . , n。他们之间有从属关系，也就是说他们的关系就像

一棵以校长为根的树，父结点就是子结点的直接上司。现在有个周年庆宴会，宴会每邀请来一个

职员都会增加一定的快乐指数 ri，但是呢，如果某个职员的直接上司来参加舞会了，那么这个职

员就无论如何也不肯来参加舞会了。

所以，请你计算，邀请哪些职员可以使快乐指数最大，求最大的快乐指数。

解. 对于职员 i，用 f耨i耩 表示以 i 为根节点的子树所能获得的最大快乐指数。用 f0耨i耩 表示 i 不参

加舞会的条件下，以 i 为根节点的子树所能获得的最大快乐指数。用 f1耨i耩 表示 i 参加舞会的条件

下，以 i 为根节点的子树所能获得的最大快乐指数。则有

f耨i耩 耽 聭聡聸{f0耨i耩, f1耨i耩}耻

f0耨i耩 耽
∑

j∈Child(i)

f耨j耩耻

f1耨i耩 耽 ri 耫
∑

j∈Child(i)

f0耨j耩.

标记函数

t耨i耩 耽

耰, f0耨i耩 ≥ f1耨i耩耻

耱, f0耨i耩 < f1耨i耩.

要确定邀请哪些职员，只需从树根开始，自顶向下地根据 i 的父节点和标记函数 t耨i耩 共同决定是

否邀请职员 i。

时间复杂度 O耨n耩。

4 贪心

4.1 知识点

几个经典的贪心算法 聈聵耋聭聡聮耬 聐聲聩聭耬 聋聲聵聳聫聡聬耬 聄聩聪聫聳聴聲聡 正确性证明、时间复杂度
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贪心算法的设计与分析 对步骤耯规模归纳，交换论证，模仿经典算法的设计耯分析思路

注. 贪心算法必须证明正确性。

4.2 例题

例 耴耮耱耮 某公司计划面试 耲n 人，每个人面试一次。面试的地点有 A 和 B 两个城市可选。假设第

i 人飞往 A 市的费用为 ai，飞往 B 市的费用为 bi。请设计一个面试方案，使得每个城市都有 n

个人面试，并且总飞行费用最低。

解. 问题归结为：求 聛耲n聝 的一个划分 聛耲n聝 耽 A∪B，满足 |A| 耽 |B| 耽 n，且
∑

i∈A ai耫
∑

j∈B bj 最

小。上式可以等价转化为：

2n∑
i=1

ai −
∑
j∈B

aj 耫
∑
j∈B

bj 耽
2n∑
i=1

ai 耫
∑
j∈B

耨bj − aj耩.

因此，只需选择最小的 n个 bj−aj 对应的下标，记为 j1, j2, . . . , jn；并令 B 耽 {j1, j2, . . . , jn}，
A 耽 聛耲n聝 \B。时间复杂度为 O耨n耩。

例 耴耮耲耮 五一期间，小江同学计划开车从 A 地出发，到相距为 L 公里的 B 地探险。在 A 地到 B

地的途中有 n 个加油站，它们分别分布在距离 A 地 di, i 耽 耱, 耲, . . . , n 公里的位置，每个加油站

可以提供 Vi 升的汽油。一开始小江同学的汽车上有 S 升汽油，汽车每行驶一公里需要耗油一升，

假设汽车油箱容量无穷。

请问小江同学在途中至少要加几次油？她要在哪些加油站加油？

解. 用 εi ∈ {耰, 耱} 表示是否在第 i 个加油站处加油，则目标函数为

聭聩聮聩聭聩聺聥
ε1,...,εn∈{0,1}

n∑
i=1

εi.

约束条件为：到达每个加油站的瞬间，剩余油量 ≥ 耰，即

S 耫
i−1∑
j=1

εjVj − di ≥ 耰, ∀i ∈ 聛n耫 耱聝.

这里为了统一记号，我们补充定义 聂 地为第 n耫 耱 个加油站，且 dn+1 耺耽 L。

考虑以下贪心算法：初始时令 ε1, ε2, . . . , εn ← 耰。依次枚举每个 i ∈ 聛n耫耱聝，若当前
∑i−1

j=1 εjVj <

di − S，则考察那些“尚未加油”的加油站 {耱 ≤ j ≤ i− 耱耺 εj 耽 耰}。按照 Vj 从大到小的顺序依次

置 εj ← 耱，直至
∑i−1

j=1 εjVj ≥ di − S（油量充足）。

正确性：对算法的步骤归纳。对于 i ∈ 聛n 耫 耱聝，用 Fi 表示考虑了加油站 i 处的约束条件

之后，所有满足 εj 耽 耱 的加油站 j 组成的集合。特别地，有 ∅ 耽 F1 ⊆ F2 ⊆ · · · ⊆ Fn+1，

耸



且 Fi ⊆ {耱, 耲, . . . , i − 耱}。我们将对 i 归纳证明：存在一个最优解（加油站的集合） F ∗，使得

Fi ⊆ F ∗。

当 i 耽 耱 时，结论是平凡的。假设结论对 i− 耱 成立，即存在最优解 F ∗，使得 Fi−1 ⊆ F ∗。若

Fi 耽 Fi−1，则结论对 i 也成立。否则 Fi ⊃ Fi−1，表明 Fi−1 中的加油站无法满足加油站 i 处的约

束条件。记 F ∗
i 耺耽 F ∗ ∩ 聛i− 耱聝，则 F ∗

i \ Fi−1 ̸耽 ∅。用 Fi \ Fi−1 中的元素替换掉 F ∗
i \ Fi−1 中 Vj 最

大的那 |Fi \ Fi−1| 个元素，得到的解 F ′ 仍然满足所有约束条件（回忆 Fi \ Fi−1 是如何构造的），

且 |F ′| 耽 |F ∗|。从而存在一个最优解 F ′ 包含 Fi，结论对 i 也成立。

时间复杂度：我们的贪心算法中涉及到求 聭聡聸{Vj 耺 耱 ≤ j ≤ i− 耱, εj 耽 耰}。这可以通过最大堆
实现。具体地，当考虑加油站 i 处的约束条件时，堆中存放着 {耨Vj , j耩 耺 耱 ≤ j ≤ i− 耱, εj 耽 耰}，且
按照 Vj 排序。因此每次更新 εj 对应着从堆顶弹出 耨Vj , j耩，并置 εj ← 耱。当加油站 i 处的约束条

件满足后，向堆中插入 耨Vi, i耩。这样每个 i总计入堆一次，出堆一次。时间复杂度 O耨n 聬聯聧 n耩。

例 耴耮耳耮 每座公路桥梁都有其最大限重，超过限重会导致安全事故发生。已知每座桥梁的最大限重

值，以及相应的公路网络，问能否将一件超重设备从 A 地通过公路网络送到 B 地，使得经过的路

线上每座桥梁的最大限重值均不低于超重设备和运输车辆合在一起的总重量。请设计算法，给出

一条“超重设备和运输车辆合在一起的总重量”最大的路线。

解. 将公路网络视为无向带权图 G 耽 耨V,E,w耩。给定顶点 A,B ∈ V，用 PA→B 表示 A 到 B 的所

有路径组成的集合。只需求

聡聲聧聭聡聸
P∈PA→B

聭聩聮
e∈P

w耨e耩.

模仿 聋聲聵聳聫聡聬 算法的思路。维护 G 的一个子图 H ⊆ G。初始时令 E耨H耩 耽 ∅。随后，按照权
值从大到小的顺序依次将 G 中的边 e 加入 H；直至 A,B 在 H 中连通。此时，在 H 中求出任意

一条 A,B 之间的路径即可。

假设最后求出的路径为 P ∗ ∈ PA→B，并记加入 H 的最后一条边为 e∗。则必有 e∗ ∈ P ∗，且

聭聩聮e∈P ∗ w耨e耩 耽 w耨e∗耩。以下证明：G 中任意路径 P ∈ PA→B，均满足 聭聩聮e∈P w耨e耩 ≤ w耨e∗耩。

如若不然，则存在路径 P ∈ PA→B，使得 聭聩聮e∈P w耨e耩 > w耨e∗耩。根据算法向 H 加边的顺序

知，必有 P ⊆ H。这表明在向 H 添加边 e∗ 之前，顶点 A,B 在 H 中已经连通。故 e∗ /∈ H，矛

盾。

算法的复杂度与 聋聲聵聳聫聡聬 算法相同，为 O耨m 聬聯聧m耩。

例 耴耮耴耮 在黑板上写了 N 个正整数组成的一个数列，进行如下操作：每一次擦去其中的两个数 a

和 b，然后在数列中加入一个数 ab耫耱，如此下去直至黑板上剩下一个数。请设计一个算法求黑板

上剩余数的最大可能值，并分析算法的正确性和时间复杂度。
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解. 类似于 聈聵耋聭聡聮算法，每次取当前数列中最小的两个数操作。时间复杂度为 O耨n 聬聯聧 n耩。下证

正确性。

操作过程形成一棵有 n 个叶节点的二叉树 T。对于每个内部节点 c，假设它的两个子节点分别

为 a, b，则满足关系 c 耽 ab耫 耱。根节点的值即为黑板上剩余的最后一个数。

假设初始数列中最小的两个数为 x, y。我们说明，当根节点取最大值时，x, y 在 T 上有相同

的父节点。若不然，设 x, y 的父节点分别为 z, w 耨z ̸耽 w耩，并假设 x, y 的兄弟结点分别为 x′, y′，

满足 z 耽 xx′ 耫耱, w 耽 yy′ 耫耱。假设 z, w 的最近共同祖先为 f，设 f 的两个子节点为 u, v，则 u, v

分别为 z, w 的祖先。注意到 u可以表示为 z 的线性函数，即 u 耽 Az耫B，同理可设 v 耽 Cw耫D。

则有

f 耽 f耨x, x′, y, y′耩 耽 耨Az 耫B耩耨Cw 耫D耩 耫 耱

耽 耨Axx′ 耫A耫B耩耨Cyy′ 耫 C 耫D耩 耫 耱

耽 ACxx′yy′ 耫 耨AC 耫AD耩xx′ 耫 耨AC 耫BC耩yy′ 耫 耨A耫B耩耨C 耫D耩 耫 耱

f

u

z

x x′

v

w

y y′

我们证明：在 T 上交换节点 x, y′ （或 x′, y）之后，节点 f 的值不减，进而可知根节点的值

也不减。注意到

f耨x, y, x′, y′耩− f耨x, x′, y, y′耩 耽 耨x′ − y耩耨耨AC 耫BC耩y′ − 耨AC 耫AD耩x耩 耨交换 x′, y耩

f耨y′, x′, y, x耩− f耨x, x′, y, y′耩 耽 耨y′ − x耩耨耨AC 耫AD耩x′ − 耨AC 耫BC耩y耩 耨交换 x, y′耩

当 AC 耫BC ≥ AC 耫AD 时，有 f耨x, y, x′, y′耩 ≥ f耨x, x′, y, y′耩；当 AC 耫BC < AC 耫AD 时，有

f耨y′, x′, y, x耩 ≥ f耨x, x′, y, y′耩。总之 聭聡聸{f耨y′, x′, y, x耩, f耨x, y, x′, y′耩} ≥ f耨x, x′, y, y′耩。故存在一个

最优解，在其对应的二叉树 T ∗ 上，x, y 有相同的父节点。

最后，仿照 聈聵耋聭聡聮 算法的正确性证明，对规模归纳即可证明算法正确性。

5 回溯与分支限界

5.1 知识点

描述清楚解向量，搜索树，约束条件，代价函数，界函数，用节点个数 × 单个节点处理时间估算
时间复杂度
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6 线性规划

6.1 知识点

问题的线性规划模型，线性规划标准形（怎样转化），单纯形法，对偶线性规划（怎样转化），整

数线性规划

注. 不需要掌握教材上单纯形法部分的证明。

6.2 例题

例 耶耮耱耮 有一个长度为 n 的非负整数序列 a1, a2, . . . , an。每一步可以选择一个区间 聛ℓ, r聝，将此区

间内的所有数减 耱。试求将整个序列变成 耰 的最小步数。

写出问题的线性规划模型及其对偶。

解. 对区间 I ⊆ 聛耱, n聝，用 xI ∈ N 表示对区间 I 操作的次数。线性规划模型为

聭聩聮聩聭聩聺聥
∑

I⊆[1,n]

xI ,

聳.聴.
∑

I⊆[1,n]

I耨i ∈ I耩 · xI 耽 ai, i 耽 耱, 耲, . . . , n

xI ∈ N, I ⊆ 聛耱, n聝.

其中使用记号

I耨i ∈ I耩 耽

耱, i ∈ I耻

耰, i /∈ I.

对偶线性规划为

聭聡聸聩聭聩聺聥

n∑
i=1

ai耨yi − zi耩

聳.聴.
n∑

i=1

I耨i ∈ I耩 · 耨yi − zi耩 ≤ 耱, I ⊆ 聛耱, n聝,

yi, zi ∈ N, i 耽 耱, 耲, . . . , n

注. 这是一个整数线性规划问题，但仍然存在线性时间的算法。

设向量 α 耺耽 耨a1, a2, . . . , an耩。补充定义 a0 耽 an+1 耽 耰。对 耱 ≤ i ≤ n耫耱，定义 bi 耺耽 ai−ai−1耮

则易知向量 β 耽 耨b1, b2, . . . , bn+1耩 满足以下条件
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• 任意 k ∈ 聛n聝，有
∑k

i=1 bi 耽 ak ≥ 耰。

•
∑n+1

i=1 bi 耽 耰。

另一方面，每次对向量 α 区间 聛ℓ, r聝 的操作等价于对向量 β 的第 ℓ 和第 r 耫 耱 个坐标的操作：

bℓ ← bℓ − 耱耬 br+1 ← br+1 耫 耱。且 α 耽 耰 当且仅当 β 耽 耰。容易证明，将向量 β 变为 耰 所需的操作

次数为

耱

耲
∥β∥1 耽

耱

耲

n+1∑
i=1

|bi| 耽
∑

i : bi>0

bi.

计算上式的时间复杂度为 O耨n耩。

例如，考虑向量 α 耽 耨耳, 耲, 耱, 耲耩，对应向量 β 耽 耨耳,−耱,−耱, 耱,−耲耩。将向量 β 变为 耰 的操作为

耨耳,−耱,−耱, 耱,−耲耩→ 耨耲, 耰,−耱, 耱,−耲耩→ 耨耱, 耰, 耰, 耱,−耲耩→ 耨耰, 耰, 耰, 耱,−耱耩→ 耨耰, 耰, 耰, 耰, 耰耩.

对应于向量 α 的操作为

耨耳, 耲, 耱, 耲耩→ 耨耲, 耲, 耱, 耲耩→ 耨耱, 耱, 耱, 耲耩→ 耨耰, 耰, 耰, 耱耩→ 耨耰, 耰, 耰, 耰耩

7 平摊分析

7.1 知识点

平摊分析的三种方法 聚集分析、记账法、势能法

• 常见的势函数定义

• 势函数 ≥ 耰

• 每步开销 ci ≲ 耈i−1 − 耈i 耫O耨耱耩

7.2 例题

例 耷耮耱耮 队列是一个先进先出线性表，支持 O耨耱耩 时间复杂度的进队、出队操作。但是在队列中查

找当前的最小元素需要 O耨n耩 的时间复杂度，即遍历当前的整个队列。

下面设计一个辅助的单调队列完成求最小值操作。

在原有的队列基础上增加一个单调队列 A1, A2, . . . , Am，保证 A1 < A2 < · · · < Am。下面讨

论三种操作时辅助队列的相应操作;

(a) 元素入队：设入队元素为 x，原有队列按照队列基本操作入队。比较辅助队列的最后一个元

素 Am 与 x 的大小关系，若 x < Am，则 Am 从辅助队列中删除；继续比较 Am−1 . . .，直至

当前辅助队列不存在大于 x 的队尾元素为止。将 x 加入辅助队列末尾。（原理：当前元素比从

辅助队列中删除的元素小，且比它们后出队，因此在 x 出队以前，这些元素都不会成为最小

值元素，可以直接删除）
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(b) 元素出队：原有队列按照队列基本操作出队。若当前出队元素是辅助队列队首元素，则辅助队

列队首元素出队。

(c) 求最小值：当前辅助队列队首元素即为当前队列的最小值。

请证明上述队列操作的均摊时间复杂度为 O耨耱耩。

解. 记辅助队列为 Q′。定义势函数 耈耨Q′耩 耺耽 耲|Q′| 为当前辅助队列长度的 耲 倍。

元素入队：假设元素 x淘汰了 Q′ 中的 k 个元素，则 x共进行 k耫耱次比较，并进行 耲次插入，

且 Q′ 上发生 k次删除。故 ci 耽 耲k耫耳。另一方面，耈耨Q′
i耩−耈耨Q′

i−1耩 耽 耲耨|Q′
i|−|Q′

i−1|耩 耽 耲耨耱−k耩。
元素出队：元素 x 进行至多 耲 次出队和 耱 次比较，故 ci ≤ 耳。另一方面，耈耨Q′

i耩−耈耨Q′
i−1耩 ≤

耰。

求最小值：ci 耽 耱。另一方面 耈耨Q′
i耩− 耈耨Q′

i−1耩 耽 耰。

综上，

ci 耫耈耨Q′
i耩− 耈耨Q′

i−1耩 ≤


耵, 元素入队

耳, 元素出队

耱, 求最小值

耽⇒
n∑

i=1

ci ≤ 耵n耫耈耨Q′
0耩 ≤ O耨n耩.

故均摊复杂度为 O耨耱耩。
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